
.a � b/2.b � c/2.c � a/2

Nguyễn Văn Huyện

(Đại học GTVT thành phố Hồ Chí Minh)

Trong bài viết nhỏ này tác giả xin được giới thiệu với bạn đọc những ứng dụng thú vị xoay quanh
việc khai thác đại lượng .a�b/2.b�c/2.c�a/2 kết hợp với kỹ thuật pqr: Dù những lời giải và
biến đổi trong bài đôi khi khá cồng kềnh nhưng hướng đi lại rất trực quan và hiệu quả. Hy vọng
kỹ thuật này sẽ cung cấp cho bạn đọc có một số ý tưởng ban đầu trong lúc bối rối trước một bất
đẳng thức khó, cũng như từ việc đánh giá và đẳng thức sẽ tìm được lời giải gọn và đẹp hơn.

Với mọi số thực a; b; c bất kỳ ta luôn có

P D .a � b/2.b � c/2.c � a/2 > 0: (1.1)

Nếu đặt p D aC bC c; q D abC bcC ca và r D abc (cách đặt này sẽ thống nhất cho cả bài
viết) thì ta có thể biểu diễn

P D p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2 D
4.p2 � 3q/3 � .2p3 � 9pq C 27r/2

27
: (1.2)

Đối với những ai từng nghiên cứu và sử dụng qua kỹ thuật pqr; khai triển trên không quá xa lạ
nhưng lại ít được sử dụng vì khá cồng kềnh. Bài viết này sẽ khai thác trực tiếp biến đổi trên và
ứng dụng trong xử lý một số biểu thức hoán vị. Hy vọng qua đây, bạn đọc sẽ tìm thấy sự thú vị
riêng cũng như nét độc đáo của bất đẳng thức.

1. Các bài toán mở đầu

Trong phần này, ta sẽ dùng kỹ thuật pqr để trực tiếp xử lý những bất đẳng thức có chứa đại
lượng .a � b/.b � c/.c � a/: Trước tiên, dùng khai triển (1.2) để chuyển bài toán về dạng pqr:
Sau đó, dựa trên những điều kiện của đề bài tìm ra mối liên hệ giữa p; q và r: Từ đó, có những
đánh giá thích hợp hoặc dồn về một biến và khảo sát hàm. Để hiểu rõ hơn, mời bạn đọc cùng
xem các bài toán sau đây.

Bài toán 1. Cho ba số thực a; b; c và t > 0 cho trước thỏa mãn điều kiện a C b C c D 0;

a2 C b2 C c2 D 6t2: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

F D j.a � b/.b � c/.c � a/j : (1.3)

(Nguyễn Văn Huyện)
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Lời giải. Từ giả thiết ta có

q D
.aC b C c/2 � .a2 C b2 C c2/

2
D �3t2:

do đó p D 0; q D �3t2; suy ra

F 2 D p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

D 27.4t6 � r2/ 6 27 � 4t6 D 108t6:

Vậy F 6 6
p
3t3 đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi8̂<̂

:
abc D 0

aC b C c D 0

ab C bc C ca D �3t2

Tức a; b; c lần lượt là ba nghiệm của

x3 � 3t2x D 0:

Giải phương trình này ta được .a; b; c/ D .
p
3t; �

p
3t; 0/ cùng các hoán vị. Điều này cho

phép ta kết luận Fmax D 6
p
3t3:

Nhận xét. Trường hợp t D 1 ta được bài toán sau:

Cho ba số thực a; b; c thỏa mãn aC bC c D 0 và a2C b2C c2 D 6: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

F D j.a � b/.b � c/.c � a/j :

(Turkey JBMO 2014)

Bài toán 2. Cho a; b; c là ba số thực bất kỳ. Chứng minh rằng

.a � b/3.b � c/3 C .b � c/3.c � a/3 C .c � a/3.a � b/3 C
15

4
.a � b/2.b � c/2.c � a/2 6 0:

(Liu Qian Bao, Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. Đặt x D a � b; y D b � c; z D c � a thì x C y C z D 0 bài toán trở thành

x3y3 C y3z3 C z3x3 C
15

4
x2y2z2 6 0: (1.4)

Vì
x3y3 C y3z3 C z3x3 D .xy C yz C zx/3 � 3.xy C yz/.yz C zx/.zx C xy/

D .xy C yz C zx/3 C 3x2y2z2

D q3 C 3r2;

nên (1.4) tương đương với
4q3 C 27r2 6 0:

Dễ thấy đây chính là (1.2) trong trường hợp p D 0 nên nó hiển nhiên đúng. Đẳng thức xảy ra
khi và chỉ khi aC b D 2c; b C c D 2a hoặc c C a D 2b: Bài toán được chứng minh.
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Bài toán 3. Tìm hằng số M nhỏ nhất sao cho bất đẳng thứcˇ̌
ab.a2 � b2/C bc.b2 � c2/C ca.c2 � a2/

ˇ̌
6M.a2 C b2 C c2/2;

luôn đúng với mọi số thực a; b; c thay đổi bất kỳ.

(Finbarr Holland, IMO 2006)

Lời giải. Ta chỉ cần xét a2 C b2 C c2 > 0; và thấy yêu cầu của bài toán đồng nghĩa với việc
tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

F D

ˇ̌
ab.a2 � b2/C bc.b2 � c2/C ca.c2 � a2/

ˇ̌
.a2 C b2 C c2/2

D
j.aC b C c/.a � b/.b � c/.c � a/j

.a2 C b2 C c2/2
:

Nếu thay .a; b; c/ bởi .�a;�b;�c/ thì bài toán vẫn không đổi nên ta có thể giả sử aCbCc > 0
và chuẩn hóa aC b C c D 1; khi đó

F D
j.a � b/.b � c/.c � a/j

.1 � 2q/2
D

q
4.1�3q/3�Œ27r�.9q�2/�2

27

.1 � 2q/2
6
2.1 � 3q/

p
3.1 � 3q/

9.1 � 2q/2
:

Đặt

f .q/ D
2.1 � 3q/

p
3.1 � 3q/

9.1 � 2q/2
;

thì

f
0

.q/ D
.1C 6q/.3q � 1/

3.2q � 1/3
p
3.1 � 3q/

;

do đó phương trình f
0

.q/ D 0 có nghiệm duy nhất q D �1
6
: Lập bảng biến thiên ta thấy

f .q/ 6 f

�
�
1

6

�
D
9
p
2

32
:

Do đó F 6 9
p
2

32
; đẳng thức xảy ra khi p D 1; q D �1

6
; r D � 7

54
; tức a; b; c lần lượt là ba

nghiệm của

t3 � t2 �
1

6
t C

7

54
D 0:

Từ đó ta được

a D
2 � 3

p
2

2
� c; b D

2C 3
p
2

2
� c;

hoặc

a D
�11C 6

p
2

7
� c; b D

�2C 3
p
2

7
� c:

Vậy giá trị nhỏ nhất cần tìm là M D 9
p
2

32
:
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Bài toán 4. Tìm hằng số k lớn nhất sao cho bất đẳng thức

a2 C b2 C c2

ab C bc C ca
� 1 > k

�
a � b

aC b
C
b � c

b C c
C
c � a

c C a

�2
; (1.5)

luôn đúng với mọi số thực a; b; c không âm thỏa mãn ab C bc C ca > 0:

(Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. Với a D 2C
p
3; b D 1; c D 0 thì (1.5) trở thành k 6 9: Ta sẽ chứng minh k D 9

là giá trị lớn nhất cần tìm, tức chứng minh

a2 C b2 C c2

ab C bc C ca
� 1 > 9

�
a � b

aC b
C
b � c

b C c
C
c � a

c C a

�2
;

hay là
a2 C b2 C c2

ab C bc C ca
� 1 >

9.a � b/2.b � c/2.c � a/2

.aC b/2.b C c/2.c C a/2
:

Đổi biến về pqr như sau

p2 � 3q

q
>
9
�
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

�
.pq � r/2

;

hoặc
.p2 � 3q/.pq � r/2 > 9q

�
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

�
: (1.6)

Chuẩn hóa p D 1 và nhóm lại theo r bất đẳng thức (1.6) trở thành

.1C 240q/r2 C 2q.17 � 78q/r C q2.1 � 6q/2 > 0:

Nếu 0 6 q 6 17
78

thì bất đẳng thức hiển nhiên đúng. Còn nếu 17
78

6 q 6 1
3

đặt

f .r/ D .1C 240q/r2 C 2q.17 � 78q/r C q2.1 � 6q/2:

Ta có
�

0

f .r/ D Œq.17 � 78q/�
2
� .1C 240q/q2.1 � 6q/2

D �288q2.1 � 3q/.1 � 2q/.5q � 1/:

Dễ thấy 1 > 3q > 2q và

5q � 1 > 5 �
17

78
� 1 D

7

78
> 0:

Cho nên�
0

f .r/
6 0 suy ra f .r/ > 0: Đẳng thức xảy ra khi a D b D c hoặc a

b
D 2˙

p
3; c D 0

cùng các hoán vị.

Bài toán 5. Với a; b; c là ba số thực dương và số thực k > 0 cho trước thỏa mãn điều kiện

.aC b C c/

�
1

a
C
1

b
C
1

c

�
D .k C 3/2:

Chứng minh rằng ˇ̌̌̌
.a � b/.b � c/.c � a/

abc

ˇ̌̌̌
6
p
k3.k C 4/:

4
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(Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. Chú ý rằngˇ̌̌̌
.a � b/.b � c/.c � a/

abc

ˇ̌̌̌
D

r
.a � b/2.b � c/2.c � a/2

a2b2c2

D

r
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

r2
:

(1.7)

Từ giả thiết ta có p D
r.k C 3/2

q
; thay giá trị này vào (1.7) và biến đổi, ta được

ˇ̌̌̌
.a � b/.b � c/.c � a/

abc

ˇ̌̌̌
D

s
.k C 3/4 C 18.k C 3/2 � 27 � 4

�
.k C 3/6r2

q3
C
q3

r2

�
:

Theo bất đẳng thức AM-GM thì

.k C 3/6r2

q3
C
q3

r2
> 2.k C 3/3;

do đóˇ̌̌̌
.a � b/.b � c/.c � a/

abc

ˇ̌̌̌
6
p
.k C 3/4 C 18.k C 3/2 � 27 � 8.k C 3/3 D

p
k3.k C 4/:

Đẳng thức xảy ra khi chẳng hạn

a

c
D
k C 2C

p
k.k C 4/

2
;
b

c
D
k C 2 �

p
k.k C 4/

2
:

Chứng minh hoàn tất.

Bài toán 6. Chứng minh rằng

.x2 � x C 1/.y2 � y C 1/.z2 � z C 1/ > .x � y/.y � z/.z � x/; (1.8)

trong đó x; y; z là ba số thực thay đổi bất kỳ.

(Ji Mun Kwon)

Lời giải. Thay .x; y; z/ bởi
�
1Ca
2
; 1Cb
2
; 1Cc
2

�
bất đẳng thức (1.8) trở thành

.a2 C 3/.b2 C 3/.c2 C 3/ > 8.a � b/.b � c/.c � a/:

Theo bất đẳng thức AM-GM thì
q2

3
C 6q C 27 > 0;

và
p2 C 2pr C r2 > 0:

5
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Do đó

.a2 C 3/.b2 C 3/.c2 C 3/ D a2b2c2 C 27C 3.a2b2 C b2c2 C c2a2/C 9.a2 C b2 C c2/

D r2 C 27C 3.3p2 C q2 � 2pr � 6q/

> �.p2 C 2pr/ �

�
q2

3
C 6q

�
C 3.3p2 C q2 � 2pr � 6q/

D
8

3

�
3.p2 � 3q/C .q2 � 3pr/

�
>
16

3

p
3.p2 � 3q/.q2 � 3pr/:

Như vậy ta cần chỉ ra

4.p2 � 3q/.q2 � 3pr/ > 3.a � b/2.b � c/2.c � a/2;

tương đương với

4.p2 � 3q/.q2 � 3pr/ > 3
�
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

�
;

thu gọn thành
.pq � 9r/2 > 0:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi y D z�1
z
; x D 1

1�z
; z ¤ 0; z ¤ 1 cùng các hoán vị. Chứng

minh hoàn tất.

Nhận xét. Lời giải dựa vào ý tưởng của anh Võ Quốc Bá Cẩn trên diễn đàn AoPS.

Bài toán 7. Cho ba số thực a; b; c thỏa mãn đồng thời các điều kiện

aC b C c D 0; a2 C b2 C c2 D 3:

Chứng minh rằng

�
9

2
6 a5b C b5c C c5a 6 �3: (1.9)

(Nguyễn Văn Huyện, Lê Việt Hải)

Lời giải. Từ giả thiết ta có 8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
ab C bc C ca D �

3

2

a2b2 C b2c2 C c2a2 D
9

4

a3 C b3 C c3 D 3abc

Vì

a5b C b5c C c5a D .aC b C c/
X

a4b �
�
a4b2 C b4c2 C c4a2 C abc

X
a3
�

D �.a4b2 C b4c2 C c4a2 C 3a2b2c2/:

6
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nên ta có thể viết (1.9) lại dưới dạng

3 6 a4b2 C b4c2 C c4a2 C 3a2b2c2 6
9

2
: (1.10)

Lại có
2.a4b2 C b4c2 C c4a2/ D

X
a2
X

b2c2 � 3a2b2c2 �
Y
.a2 � b2/

D
27

4
� 3a2b2c2 �

Y
.a2 � b2/;

nên (1.10) tương đương với

3a2b2c2 �
9

4
6 .a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ 6 3a2b2c2 C

3

4
:

hay

3r2 �
9

4
6 .a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ 6 3r2 C

3

4
:

Ta chứng minh

.a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ 6 3r2 C
3

4
:

Thật vậy, vì

.a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ 6
ˇ̌
.a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/

ˇ̌
D
p
.aC b/2.b C c/2.c C a/2 � .a � b/2.b � c/2.c � a/2

D
p
.pq � r/2 Œp2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2�

D

r
27r2.1 � 2r2/

2
;

và
27r2.1 � 2r2/

2
�

�
3r2 C

3

4

�2
D �

9

16
.8r2 � 1/2 6 0;

nên bất đẳng thức trên đúng. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi r2 D 1
8
; p D 0 và q D �3

2
tức

a; b; c là ba nghiệm của 8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

2664 t
3
�
3

2
t �

1
p
8
D 0

t3 �
3

2
t C

1
p
8
D 0

.a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ > 0

Giải hệ phương trình này ta được .a; b; c/ là một hoán vị của một trong hai bộ ba dưới đây��
p
2 cos

4�

9
;
p
2 cos

2�

9
; �
p
2 cos

�

9

�
;

�
�
p
2 cos

4�

9
; �
p
2 cos

2�

9
;
p
2 cos

�

9

��
:

Tiếp đến ta chứng minh

.a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ > �
9

4
C 3r2:

7
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Đánh giá tương tự, ta có

.a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ > �

r
27r2.1 � 2r2/

2
:

Do đó ta chỉ cần chỉ ra r
27r2.1 � 2r2/

2
6
9

4
� 3r2:

Chú ý rằng r2 6 1
2

cho nên bất đẳng thức này đúng vì

27r2.1 � 2r2/

2
�

�
9

4
� 3r2

�2
D �

9

16
.8r2 � 3/2 6 0:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi r2 D 3
8
; p D 0 và q D �3

2
tức a; b; c là ba nghiệm của8̂̂̂̂

<̂̂
ˆ̂̂̂:

2664 t3 �
3

2
t �

r
3

8
D 0

t3 �
3

2
t C

r
3

8
D 0

.a2 � b2/.b2 � c2/.c2 � a2/ 6 0

Giải hệ phương trình này ta được .a; b; c/ là một hoán vị của một trong hai bộ ba dưới đây��
p
2 cos

�

18
; �
p
2 sin

2�

9
; �
p
2 sin

�

9

�
;

�
�
p
2 cos

�

18
;
p
2 sin

2�

9
;
p
2 sin

�

9

��
:

Bài toán được chứng minh.

2. Bất đẳng thức hoán vị

Sang phần này, ta sẽ tiếp tục khai thác đại lượng P trong việc xử lý các bất đẳng thức hoán vị.
Đây là một hướng phát triển khác của pqr được gọi là “pqr hoán vị” và được thực hiện như
sau. Biến đổi khéo léo các biểu thức hoán vị để làm xuất hiện Q D .a� b/.b � c/.c � a/ cũng
là một đại lương hoán vị. Tuy nhiên, ta hoàn toàn có thể biễu diễn Q dưới dạng pqr thông qua
đánh giá Q 6 jQj D

p
P đến đây, sử dụng (1.2) và ta giải tiếp bằng pqr: Lưu ý rằng, ngoài

các quan hệ sẵn có, bản thân bất đẳng thức P > 0 cũng đã cho ta một đánh giá tương quan giữa
p; q và r:

Bài toán 8. Với a; b; c là các số thực và t > 0 cho trước thỏa mãn điều kiện a C b C c D 0
và a2 C b2 C c2 D 6t2: Chứng minh rằng với mọi số thực k ta luôn có

a2b C b2c C c2aC kabc 6 2t3
p
k2 � 3k C 9:

(Võ Quốc Bá Cẩn)
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Lời giải. Chú ý rằng với mọi số thực x ta luôn có maxf�x; xg 6
p
x2; do đó

2.a2b C b2c C c2a/ D
X

ab.aC b/ � .a � b/.b � c/.c � a/

D pq � 3r � .a � b/.b � c/.c � a/

6 pq � 3r C
p
.a � b/2.b � c/2.c � a/2:

Cho nên

a2b C b2c C c2a 6
pq � 3r C

p
.a � b/2.b � c/2.c � a/2

2
;

hay là

a2b C b2c C c2a 6
pq � 3r C

p
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

2
: (1.11)

Từ giả thiết dễ thấy p D 0; q D �3t2; áp dụng (1.11) ta có

a2b C b2c C c2aC kabc 6
pq � 3r C

p
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

2
C kr

D

�
k �

3

2

�
r C

3

2

p
12t6 � 3r2:

Xét hàm số

f .r/ D

�
k �

3

2

�
r C

3

2

p
12t6 � 3r2:

Tính đạo hàm

f
0

.r/ D k �
3

2
�

9r

2
p
12t6 � 3r2

:

Do đó phương trình f
0

.r/ D 0 có nghiệm

r D r0 D
t3.2k � 3/
p
k2 � 3k C 9

Lập bảng biến thiên ta thấy

a2b C b2c C c2aC kabc 6 f .r0/ D

�
k �

3

2

�
r0 C

3

2

q
12t6 � 3r20

D

�
k �

3

2

�
�
t3.2k � 3/
p
k2 � 3k C 9

C
3

2

s
12t6 �

3t6.2k � 3/2

k2 � 3k C 9

D 2t3
p
k2 � 3k C 9:

Như vậy
a2b C b2c C c2aC kabc 6 2t3

p
k2 � 3k C 9:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

aC b C c D 0

ab C bc C ca D �3t2

abc D ˙
t3.2k � 3/
p
k2 � 3k C 9

.a � b/.b � c/.c � a/ 6 0

Bài toán được chứng minh.

9
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Nhận xét. Trường hợp k D 0; ta được bài toán sau:

Cho ba số thực a; b; c thỏa mãn aC b C c D 0 và a2 C b2 C c2 D 6t2 .t > 0/: Chứng minh rằng

�6t3 6 a2b C b2c C c2a 6 6t3:

Đẳng thức ở vế trái xảy ra khi và chỉ khi 8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
a D 2t cos

�

9

b D �2t cos
2�

9

c D �2t cos
4�

9

Còn đẳng thức ở vế phải xảy ra khi và chỉ khi8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
a D �2t cos

�

9

b D 2t cos
2�

9

c D 2t cos
4�

9

Bài toán 9. Cho ba số thực a; b; c thỏa mãn điều kiện a2 C b2 C c2 > 0: Chứng minh rằng

�

p
7

8
6
a3b C b3c C c3a

.a2 C b2 C c2/2
6
1

3
:

(Vasile Cı̂rtoaje, Dan Chen)

Lời giải. Ta có hai bổ đề sau

a3b C b3c C c3a 6
p4 C 9p2q � 27q2 C 2

p
7p2.p2 � 3q/3

27
; (1.12)

và

a3b C b3c C c3a >
p4 C 9p2q � 27q2 � 2

p
7p2.p2 � 3q/3

27
: (1.13)

Chú ý rằng

2.a3b C b3c C c3a/ D
X

ab.a2 C b2/ � .aC b C c/.a � b/.b � c/.c � a/

D p2q � 2q2 � pr C
p
.aC b C c/2.a � b/2.b � c/2.c � a/2:

Cho nên

a3b C b3c C c3a 6
p2q � pr � 2q2 C

p
p2Œp2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2�

2
:

Xét hàm số

f .r/ D
p2q � pr � 2q2 C

p
p2Œp2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2�

2
;

10



.a � b/2.b � c/2.c � a/2 Nguyenhuyen_AG

tính đạo hàm ta được

f
0

.r/ D
p2Œp.9q � 2p2/ � 27r�

2
p
p2Œp2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2�

�
p

2
:

Do đó phương trình f
0

.r/ có nghiệm2664 r0 D
14p3 C 63pq �

p
7.p2 � 3q/3

189

r1 D
14p3 C 63pq C

p
7.p2 � 3q/3

189

Lập bảng biến thiên ta thấy

f .r/ 6 f .r0/ D
p4 C 9p2q � 27q2 C 2

p
7p2.p2 � 3q/3

27
:

Bất đẳng thức (1.13) chứng minh tương tự. Quay trở lại bài toán, ta sẽ chứng minh

.a2 C b2 C c2/2 > 3.a3b C b3c C c3a/:

Áp dụng (1.12) ta cần chỉ ra

9.p2 � 2q/2 > p4 C 9p2q � 27q2 C 2
p
7p2.p2 � 3q/3: (1.14)

Đặt p2 D kq bất đẳng thức (1.14) trở thành

9

�
p2 � 2 �

p2

k

�2
> p4 C 9p2 �

p2

k
� 27

�
p2

k

�2
C 2

s
7p2

�
p2 � 3 �

p2

k

�3
;

tương đương với
8k2 � 45k C 63 > 2

p
7k.k � 3/2;

thu gọn thành
9.k � 3/2.2k � 7/2 > 0:

Hiển nhiên đúng, đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a D b D c hoặc

a

sin2 4�
7

D
b

sin2 2�
7

D
c

sin2 �
7

:

Tiếp đến ta chứng minh

.a2 C b2 C c2/2 C
8
p
7
.a3b C b3c C c3a/ > 0:

Áp dụng (1.13) ta cần chỉ ra được

.p2 � 2q/2 C
8
p
7
�
p4 C 9p2q � 27q2 � 2

p
7p2.p2 � 3q/3

27
> 0: (1.15)
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Đặt p2 D kq bất đẳng thức (1.15) trở thành

�
p2 � 2 �

p2

k

�2
C

8
p
7
�

p4 C 9p2 � p
2

k
� 27

�
p2

k

�2
� 2

r
7p2

�
p2 � 3 � p

2

k

�3
27

> 0;

hay là

27
p
7.k � 2/2 C 8.k2 C 9k � 27/ > 16k.k � 3/

r
7.k � 3/

k
: (1.16)

Đặt x D
q
k�3
k
> 0; thì k D 3

1�x2 thay giá trị này vào (1.16) và thu gọn lại ta được

3
�p
7 � 2

� h
18x2 C 2

�p
7 � 1

�
x C 2C

p
7
i �
2x � 3 �

p
7
�2

2.x2 � 1/2
> 0:

Từ đó suy ra điều phải chứng minh.

Bài toán 10. Cho ba số thực không âm a; b; c thỏa mãn aC b C c D 3: Chứng minh rằng

a2b C b2c C c2aC abc

�
1C

1

6
.a2 C b2 C c2 � ab � bc � ca/

�
6 4:

(Võ Quốc Bá Cẩn)

Lời giải. Trước hết ta có

r 6
q2.p2 � q/

2p.2p2 � 3q/
: (1.17)

Áp dụng đánh giá

r 6
p.9q � 2p2/C 2

p
.p2 � 3q/3

27
; (xem ở (1.20)),

và bất đẳng thức AM-GM, ta có

27r 6 p.9q � 2p2/C
.p2 � 3q/ � 2 �

�
p2 � 3

2
q
�
� p
p
p2 � 3q

p
�
p2 � 3

2
q
�2

6 p.9q � 2p2/C
.p2 � 3q/

h�
p2 � 3

2
q
�2
C p2.p2 � 3q/

i
p
�
p2 � 3

2
q
�

D
27q2.p2 � q/

2p.2p2 � 3q/
:

Tức (1.17) đúng. Quay trở lại bài toán, áp dụng (1.11) ta cần chứng minh

pq � 3r C
p
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2

2
C r

�
1C

1

6
.p2 � 3q/

�
6 4;

12
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hay là p
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2 6 24 � 3.2 � q/r � 9q: (1.18)

Ta sẽ chỉ ra
3.2 � q/r C 9q 6 24:

Thật vậy, vì p D 3 nên từ (1.17) ta được

r 6
q2.p2 � q/

2p.2p2 � 3q/
D
q2.9 � q/

18.6 � q/
;

do đó

3.2 � q/r C 9q 6
q2.2 � q/.9 � q/

6.6 � q/
C 9q:

Mặt khác ta lại có

q2.2 � q/.9 � q/

6.6 � q/
C 9q � 24 D

.q � 3/Œq3 C 36C 4.3 � q/.2q C 21/�

6.6 � q/
6 0;

cho nên
3.2 � q/r C 9q 6 24:

Như vậy vế phải của (1.18) là một số không âm, kết hợp với p D 3 ta bình phương hai vế và
nhóm theo r bất đẳng thức (1.18) trở thành

Œ27C .2 � q/2�r2 C 2.3q C 19/.2 � q/r C 4.q C 4/.2 � q/2 > 0:

Đặt
f .r/ D Œ27C .2 � q/2�r2 C 2.3q C 19/.2 � q/r C 4.q C 4/.2 � q/2;

ta có
�

0

f .r/ D .3q C 19/
2.2 � q/2 � 4Œ27C .2 � q/2�.q C 4/.2 � q/2

D �4.4q C 15/.2 � q/2.3 � q/2 6 0:

Do đó f .r/ > 0; đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a D b D c D 1 hoặc a D 0; b D 1; c D 2

cùng các hoán vị. Bài toán được chứng minh.

3. Các bài toán chọn lọc

Bài toán 11. Cho ba số thực không âm a; b; c thay đổi thỏa mãn a C b C c > 0 và k ¤ 0

cho trước sao cho

a2 C b2 C c2 D

�
1C

3

k2 � 1

�
.ab C bc C ca/:

Chứng minh rằng

.k � 2/.k C 1/2

27k3
6

abc

.aC b C c/3
6
.k C 2/.k � 1/2

27k3
(1.19)
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(Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. Do
p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2 > 0;

là một tam thức bậc hai theo r và tam thức này có

�
0

D
�
p.9q � 2p2/

�2
C 27.p2q2 � 4q3/ D 4.p2 � 3q/3 > 0;

cho nên

p.9q � 2p2/ � 2
p
.p2 � 3q/3

27
6 r 6

p.9q � 2p2/C 2
p
.p2 � 3q/3

27
: (1.20)

Viết giả thiết bài toán lại dưới dạng

.aC b C c/2 D
3k2

k2 � 1
.ab C bc C ca/;

tức q D
.k2 � 1/p2

3k2
thay các giá trị này vào (1.20), ta được

r 6
p
h
9 � .k

2�1/p2

3k2 � 2p2
i
C 2

rh
p2 � 3 � .k

2�1/p2

3k2

i3
27

D
p3.k C 2/.k � 1/2

27k3
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1 � 3

kC2

�
a D b D c: Tương tự

r >
p
h
9 � .k

2�1/p2

3k2 � 2p2
i
� 2

rh
p2 � 3 � .k

2�1/p2

3k2

i3
27

D
p3.k � 2/.k C 1/2

27k3
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 3

kC2

�
a D b D c: Vậy

.k � 2/.k C 1/2

27k3
6

r

p3
6
.k C 2/.k � 1/2

27k3
:

Bài toán được chứng minh.

Nhận xét. Trường hợp k D 2 ta được bài toán sau:

Cho ba số thực dương a; b; c thỏa mãn điều kiện a2 C b2 C c2 D 2.ab C bc C ca/: Chứng minh rằng

aC b C c
3
p
abc

> 3
3
p
2:

(Iran MO 2014)

Bài toán 12. Với a; b; c là ba số thực dương và k là số thực cho trước thỏa mãn điều kiện

a2 C b2 C c2 D

�
1C

3

k2 � 1

�
.ab C bc C ca/:

14
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(a) Chứng minh rằng nếu k > 1 thì

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
6

3.2k2 � k C 2/

2.2k C 1/.k � 1/
:

(b) Chứng minh rằng nếu k > 2 thì

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
>

3.2k2 C k C 2/

2.k C 1/.2k � 1/
:

(Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. a) Tương tự như trên ta có q D
.k2 � 1/p2

3k2
và

0 < r 6
p3.k C 2/.k � 1/2

27k3
;

cho nên

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
D
p.p2 C q/

pq � r
� 3 6

p
h
p2 C .k2�1/p2

3k2

i
p � .k

2�1/p2

3k2 �
p3.kC2/.k�1/2

27k3

� 3

D
3.2k2 � k C 2/

2.2k C 1/.k � 1/
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1 � 3

kC2

�
a D b D c:

b) Tương tự do k > 2 nên
.k � 2/.k C 1/2

27k3
> 0; do đó

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
D
p.p2 C q/

pq � r
� 3 >

p
h
p2 C .k2�1/p2

3k2

i
p � .k

2�1/p2

3k2 �
p3.k�2/.kC1/2

27k3

� 3

D
3.2k2 C k C 2/

2.k C 1/.2k � 1/
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 3

kC2

�
a D b D c: Chứng minh hoàn tất.

Nhận xét. Trường hợp k D 5
2

ta được bài toán sau:

Cho ba số dương a; b; c thỏa mãn điều kiện a2 C b2 C c2 D 11
7
.ab C bc C ca/: Chứng minh rằng

51

28
6

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
6 2:

(Vasile Cı̂rtoaje)
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Bài toán 13. Với a; b; c là ba số thực dương và k là số thực cho trước thỏa mãn điều kiện

a2 C b2 C c2 D

�
1C

3

k2 � 1

�
.ab C bc C ca/:

(a) Chứng minh rằng nếu k > 2 thì

aC b

c
C
b C c

a
C
c C a

b
6
6.k2 � k C 1/

.k C 1/.k � 2/
:

(b) Chứng minh rằng nếu k > 1 thì

aC b

c
C
b C c

a
C
c C a

b
>
6.k2 C k C 1/

.k C 2/.k � 1/
:

(Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. a) Do k > 2 nên
.k � 2/.k C 1/2

27k3
> 0; khi đó thay q D

.k2 � 1/p2

3k2
kết hợp với

r >
p3.k � 2/.k C 1/2

27k3
;

ta được

aC b

c
C
b C c

a
C
c C a

b
D
pq

r
� 3 6

p � .k
2�1/p2

3k2

p3.k�2/.kC1/2

27k3

� 3 D
6.k2 � k C 1/

.k C 1/.k � 2/
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 3

kC2

�
a D b D c:

b) Tương tự do

0 < r 6
p3.k C 2/.k � 1/2

27k3
;

cho nên

aC b

c
C
b C c

a
C
c C a

b
D
pq

r
� 3 >

p � .k
2�1/p2

3k2

p3.kC2/.k�1/2

27k3

� 3 D
6.k2 C k C 1/

.k C 2/.k � 1/
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1 � 3

kC2

�
a D b D c: Bài toán được chứng minh.

Nhận xét. Trường hợp k D 3 ta được bài toán sau:

Cho ba số dương a; b; c thỏa mãn điều kiện a2 C b2 C c2 D 11
8
.ab C bc C ca/: Chứng minh rằng

39

5
6
aC b

c
C
b C c

a
C
c C a

b
6
21

2
:
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(Võ Quốc Bá Cẩn)

Bài toán 14. Với a; b; c là ba số thực dương và k là số thực cho trước thỏa mãn điều kiện

a2 C b2 C c2 D

�
1C

3

k2 � 1

�
.ab C bc C ca/:

(a) Chứng minh rằng nếu k > 2 thì

a3 C b3 C c3

abc
6
3.k3 C 6k � 2/

.k � 2/.k C 1/2
:

(b) Chứng minh rằng nếu k > 1 thì

a3 C b3 C c3

abc
>
3.k3 C 6k C 2/

.k C 2/.k � 1/2
:

(Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. a) Do k > 2 nên
.k � 2/.k C 1/2

27k3
> 0; khi đó thay q D

.k2 � 1/p2

3k2
kết hợp với

r >
p3.k � 2/.k C 1/2

27k3
;

ta được

a3 C b3 C c3

abc
D
p.p2 � 3q/

r
C 3 6

p
h
p2 � 3 � .k

2�1/p2

3k2

i
p3.k�2/.kC1/2

27k3

C 3 D
3.k3 C 6k � 2/

.k � 2/.k C 1/2
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 3

kC2

�
a D b D c:

b) Tương tự do

0 < r 6
p3.k C 2/.k � 1/2

27k3
;

cho nên

a3 C b3 C c3

abc
D
p.p2 � 3q/

r
C 3 >

p
h
p2 � 3 � .k

2�1/p2

3k2

i
p3.kC2/.k�1/2

27k3

C 3 D
3.k3 C 6k C 2/

.k C 2/.k � 1/2
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1 � 3

kC2

�
a D b D c: Chứng minh hoàn tất.

Bài toán 15. Cho ba số thực dương a; b; c và k > 1 là số thực cho trước thỏa điều kiện

.aC b C c/

�
1

a
C
1

b
C
1

c

�
D 9C

8

k2 � 1
:

17
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(a) Chứng minh rằng

3k2 C 2k C 3

.3k � 1/.k C 1/
6
a2 C b2 C c2

ab C bc C ca
6

3k2 � 2k C 3

.3k C 1/.k � 1/
:

(b) Chứng minh rằng

3k2 C 3k C 2

2k.k C 1/
6

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
6
3k2 � 3k C 2

2k.k � 1/
:

(c) Chứng minh rằng

2.k C 1/3 C .k � 1/3

.k � 1/.k C 1/2
6
a3 C b3 C c3

abc
6
2.k � 1/3 C .k C 1/3

.k C 1/.k � 1/2
:

(Nguyễn Văn Huyện)

Lời giải. a) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với

.3k C 1/2

.3k � 1/.k C 1/
6
.aC b C c/2

ab C bc C ca
6

.3k � 1/2

.3k C 1/.k � 1/
: (1.21)

Viết giả thiết của bài toán lại dưới dạng

.aC b C c/.ab C bc C ca/ D
.9k2 � 1/abc

k2 � 1
;

hay là r D
pq.k2 � 1/

9k2 � 1
; thay giá trị này vào

p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/r � 27r2 > 0;

ta được

p2q2 � 4q3 C 2p.9q � 2p2/ �
pq.k2 � 1/

9k2 � 1
�
27p2q2.k2 � 1/2

.9k2 � 1/2
> 0;

hay là

4q
�
p2.3k � 1/.k C 1/ � .3k C 1/2q

� �
p2.3k C 1/.k � 1/ � .3k � 1/2q

�
.9k2 � 1/2

6 0;

suy ra
.3k C 1/2

.3k � 1/.k C 1/
6
p2

q
6

.3k � 1/2

.3k C 1/.k � 1/
:

Đẳng thức bên vế trái xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 2

k�1

�
a D b D c; còn đẳng thức bên vế phải

xảy ra khi và chỉ khi
�
1 � 2

kC1

�
a D b D c:

18
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b) Từ giả thiết ta có r D
pq.k2 � 1/

9k2 � 1
; do đó

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
D
p3 C r

pq � r
� 2 D

p3 C r

pq �
pq.k2 � 1/

9k2 � 1

� 2

D
9k2 � 1

8k2
�
p2

q
�
15k2 C 1

8k2
:

Theo (1.21) thì
p2

q
6

.3k � 1/2

.3k C 1/.k � 1/
; cho nên

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
6
9k2 � 1

8k2
�

.3k � 1/2

.3k C 1/.k � 1/
�
15k2 C 1

8k2

D
3k2 � 3k C 2

2k.k � 1/
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1 � 2

kC1

�
a D b D c: Tương tự vì

p2

q
>

.3k C 1/2

.3k � 1/.k C 1/
;

cho nên

a

b C c
C

b

c C a
C

c

aC b
>
9k2 � 1

8k2
�

.3k C 1/2

.3k � 1/.k C 1/
�
15k2 C 1

8k2

D
3k2 C 3k C 2

2k.k C 1/
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 2

k�1

�
a D b D c:

c) Từ giả thiết ta có r D
pq.k2 � 1/

9k2 � 1
; do đó

a3 C b3 C c3

abc
D
p.p2 � 3q/

r
C 3 D

p.p2 � 3q/

pq.k2�1/

9k2�1

C 3

D

�
9C

8

k2 � 1

�
p2

q
�

24

k2 � 1
� 24:

Theo (1.21) thì
p2

q
6

.3k � 1/2

.3k C 1/.k � 1/
; cho nên

a3 C b3 C c3

abc
6

�
9C

8

k2 � 1

�
�

.3k � 1/2

.3k C 1/.k � 1/
�

24

k2 � 1
� 24

D
2.k � 1/3 C .k C 1/3

.k C 1/.k � 1/2
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 2

k�1

�
a D b D c:
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Vì
p2

q
>

.3k C 1/2

.3k � 1/.k C 1/
; cho nên

a3 C b3 C c3

abc
>

�
9C

8

k2 � 1

�
�

.3k C 1/2

.3k � 1/.k C 1/
�

24

k2 � 1
� 24

D
2.k C 1/3 C .k � 1/3

.k � 1/.k C 1/2
:

Đẳng thức bên vế trái xảy ra khi và chỉ khi
�
1C 2

k�1

�
a D b D c: Chứng minh hoàn tất.

Nhận xét. Trường hợp k D
p
3 ta được bài toán sau:

Cho ba số thực dương a; b; c thỏa điều kiện

.aC b C c/

�
1

a
C
1

b
C
1

c

�
D 13:

Chứng minh rằng

11 � 2
p
3 6

a3 C b3 C c3

abc
6 11C 2

p
3:

(Phạm Kim Hùng)

Bài toán 16. Cho ba số thực a; b; c thỏa mãn aC bC c D 3k và a2C b2C c2 D 3k2C 6t2

(với k bất kỳ và t > 0 là hai số cho trước). Chứng minh rằng

.k � 2t/.k C t /2 6 abc 6 .k C 2t/.k � t /2: (1.22)

(Võ Quốc Bá Cẩn)

Lời giải. Từ giả thiết ta có p D 3k và q D 3k2 � 3t2; áp dụng vế phải của (1.20) ta được

abc 6
3k
�
9.3k2 � 3t2/ � 2.3k/2

�
C 2

q�
.3k/2 � 3.3k2 � 3t2/

�3
27

D .k C 2t/.k � t /2:

Tương tự thì
abc > .k � 2t/.k C t /2:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

.a; b; c/ D f.k � 2t; k C t; k C t /; .k C 2t; k � t; k � t /g ;

và các hoán vị. Bài toán được chứng minh.

Bài toán 17. Với a; b; c là ba số thực dương thỏa mãn a2 C b2 C c2 D 3: Chứng minh rằng

a2

aC b
C

b2

b C c
C

c2

c C a
C
aC b C c

6
> 2:

(Michael Rozenberg)
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Lời giải. Bởi vì X a2

aC b
�

X b2

aC b
D 0;

nên X a2

aC b
D

X b2

aC b
;

do đó bất đẳng thức trên tương đương với

a2 C b2

aC b
C
b2 C c2

b C c
C
c2 C a2

c C a
C
aC b C c

3
> 4;

hay là
a2 C b2

aC b
C
b2 C c2

b C c
C
c2 C a2

c C a
C
aC b C c

3
> 4

r
a2 C b2 C c2

3
: (1.23)

Chuẩn hóa a C b C c D 3 và đặt a2 C b2 C c2 D 3 C 6t2; ab C bc C ca D 3 � 3t2 với
0 6 t < 1: Bất đẳng thức (1.23) trở thành

13 �
18.t4 � 5t2 C 4/

9.1 � t2/ � abc
> 4

p
1C 2t2:

Vì 0 6 t < 1 nên t4 � 5t2 C 4 > 0 và abc 6 .1C 2t/.1 � t /2; do đó

13 �
18.t4 � 5t2 C 4/

9.1 � t2/ � abc
> 13 �

18.t4 � 5t2 C 4/

9.1 � t2/ � .1C 2t/.1 � t /2
D
9t2 C 4t C 8

t C 2
:

Cuối cùng, ta sẽ chỉ ra
9t2 C 4t C 8

t C 2
> 4

p
1C 2t2;

nhưng đây là một bất đẳng thức đúng vì�
9t2 C 4t C 8

t C 2

�2
� 16.1C 2t2/ D

t2.7t � 4/2

.t C 2/2
> 0:

Trong trường hợp tổng quát đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a D b D c hoặc a D 5b D 5c cùng
các hoán vị. Bài toán được chứng minh.

Bài toán 18. Cho ba số thực dương a; b; c thỏa mãn điều kiện abc D 1: Chứng minh rằng

aC b C c

3
>

10

r
a3 C b3 C c3

3
:

(Michael Rozenberg)

Lời giải. Trước hết, ta có bổ đề

Bổ đề 1. Cho a; b; c là ba số thực dương. Chứng minh rằng

729abc.a3 C b3 C c3 C 2abc/ 6 5.aC b C c/6: (1.24)
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Thật vậy, ta chuyển bổ đề về pqr như sau

729r.p3 � 3pq C 5r/ 6 5p6:

Chuẩn hóa p D 3 và đặt q D 3 � 3t2 với 0 6 t < 1; bất đẳng thức trên trở thành

r.27t2 C 5r/ 6 5:

Vì r 6 .1C 2t/.1 � t /2; nên

r.27t2 C 5r/ 6 .1C 2t/.1 � t /2Œ27t2 C 5.1C 2t/.1 � t /2�

D .1C 2t/.1 � t /2.10t3 C 12t2 C 5/:

Ta chứng minh

.1C 2t/.1 � t /2.10t3 C 12t2 C 5/ 6 5;

tương đương với

t2.3 � 20t C 36t2 C 6t3 � 20t4/ > 0;

hay là

t2Œ3.2t � 1/4 C 4t.1 � t /.4t � 1/2 C 2t3.3 � 2t/� > 0:

Như vậy (1.24) được trước minh. Quay trở lại bài toán, từ (1.24) với điều kiện abc D 1; ta được

aC b C c

3
>

6

r
a3 C b3 C c3 C 2

5
:

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM, ta có

a3 C b3 C c3 C 2 D 3 �
a3 C b3 C c3

3
C 1C 1 > 5

5

r
.a3 C b3 C c3/3

27
;

suy ra

aC b C c

3
>

10

r
a3 C b3 C c3

3
:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a D b D c D 1: Bài toán được chứng minh.

Như đã trình bày, đây là một hướng phát triển khác của kỹ thuật pqr; tuy khá cồng kềnh về
mặt hình thức, nhưng mặt xử lý lại rất trực quan, không mang tính đánh đố mà chỉ đòi hỏi khả
năng xử lý, tính toán, đồng thời thông qua các ví dụ rất khó và phức tạp trên, ta phần nào thấy
được tính hiệu quả của nó. Những kết quả trong bài viết mang tính khái quát nên rất chặt, thông
thường mức độ của các bất đẳng thức trong các kỳ thi chưa đến mức như vậy, điển hình là bài
3 của kỳ thi IMO 2006 (lời giải gọn gàng hơn rất nhiều so với đáp án chính thức), nên kỹ thuật
này cũng có thể xem như một lựa chọn khi gặp lớp các bất đẳng thức ba biến hoán vị.
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4. Bài tập rèn luyện

Bài tập 1. Cho ba số thực không âm a; b; c thỏa mãn ab C bc C ca > 0: Chứng minh rằng

a2 C b2 C c2

ab C bc C ca
>
3.a2 C b2 C c2/

.aC b C c/2
C

�
1C
p
2
�2
.a � b/2.b � c/2.c � a/2

.aC b/2.b C c/2.c C a/2
:

(Michael Rozenberg, Nguyễn Văn Huyện)

Bài tập 2. Chứng minh rằng bất đẳng thức

a2 C b2 C c2 � ab � bc � ca >

q
9C 6

p
3

ˇ̌̌̌
a3 � b3

aC b
C
b3 � c3

b C c
C
c3 � a3

c C a

ˇ̌̌̌
;

luôn đúng với mọi số thực không âm a; b; c thỏa mãn điều kiện ab C bc C ca > 0:

(Nguyễn Văn Huyện, VMEO IV)

Bài tập 3. Cho ba số thực a; b; c thỏa mãn điều kiện a2 C b2 C c2 > 0 và

a2 C b2 C c2 D 5.ab C bc C ca/:

Chứng minh rằng

�
1

25
6
a3b C b3c C c3a

.a2 C b2 C c2/2
6
197

675
:

(Vasile Cı̂rtoaje)

Bài tập 4. Cho ba số thực không âm x; y; z thỏa mãn xy C yz C zx > 0: Chứng minh rằng

x

y C z
C

y

z C x
C

z

x C y
>
3

2
C

p
13C 16

p
2

2

�
x � y

x C y
C
y � z

y C z
C
z � x

z C x

�
:

(Liu Quan Bao)

Bài tập 5. Cho ba số thực dương a; b; c và số thực k > 1 cho trước thỏa mãn điều kiện

.aC b C c/

�
1

a
C
1

b
C
1

c

�
D 9C

8

k2 � 1
:

Chứng minh rằng

2.k C 1/4 C .k � 1/2.k2 C 1/

2.k2 C 1/.k C 1/2
6

a2

b2 C c2
C

b2

c2 C a2
C

c2

a2 C b2
6
2.k � 1/4 C .k2 C 1/.k C 1/2

2.k � 1/2.k2 C 1/
:

(Nguyễn Văn Huyện)
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Bài tập 6. Cho ba số thực không âm a; b; c thỏa mãn a2 C b2 C c2 D 3: Chứng minh rằng

a2b C b2c C c2a 6
1

2
abc.aC b C c � 1/C 2:

(Võ Quốc Bá Cẩn)

Bài tập 7. Với a; b; c là ba số thực không âm. Chứng minh rằng với mọi số thực dương k > 2

cho trước sao cho

a2 C b2 C c2 D
k2 C 1

k
.ab C bc C ca/:

Chứng minh rằng

a3b C b3c C c3a 6
k3

.k2 C 1/2
.a2 C b2 C c2/2:

(Nguyễn Văn Huyện)

Bài tập 8. Cho a; b; c là ba số thực dương. Chứng minh rằng

.aC b C c/

�
1

a
C
1

b
C
1

c

�
> 9

s
a2 C b2 C c2

ab C bc C ca
:

(Nguyễn Văn Huyện)

Bài tập 9. Cho a; b; c là ba số thực không âm. Chứng minh rằng

a4 C b4 C c4 � abc.aC b C c/ > 2
p
2
ˇ̌
a3b C b3c C c2a � ab3 � bc3 � ca3

ˇ̌
:

(Phạm Kim Hùng)

Bài tập 10. Với a; b; c là ba số thực dương và số thực k > 0 cho trước thỏa mãn điều kiện

.aC b C c/

�
1

a
C
1

b
C
1

c

�
D .k C 3/2:

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức

P D
a

b
C
b

c
C
c

a
:

(Nguyễn Văn Huyện)
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